Problemes

Problemes proposats

e Us recordem els enunciats dels problemes proposats a SCM /Noticies/5 (A20, A21, A22) per-
qué encara sou a temps, durant 'estiu, a enviar-nos les vostres solucions, que es publicaran al
proper nimero de SCM /Noticies. També us proposem tres problemes nous (A23, A24, A25).
D’aquests i dels que es van plantejar a la fase estatal de la XXXIII Olimpfada, la redaccid
escollird les millors solucions rebudes per publicar-les al SCM /Noticies/8.

A20. De quantes maneres es pot descompondre un
enter positiu n en sumna d’enters positius més pe-
tits si considerem diferents aquelles sumes que o
bé contenen sumands diferents o bé difereixen en
Pordre dels sumands?

A21. Un tauler d’escacs 6 x 6 s’omple amb fitxes
de domino (2 x 1) ben collocades, és a dir, ocupant
dos quadradets. Demostreu que sempre és possible
tallar el tauler en dues parts mitjancant una linia
recta que no talli cap fitxa.

A22, Donat un triangle ABC, tracem les dues bi-
sectrius corresponents als angles A 1 B. Pel vértex
C, tracem les paralleles a cadascuna d’aquestes bi-
sectrius, 1 anomenem D 1 F els punts de tall amb
elles. Demostreu que si la recta DF és parallela al
costat AB, el triangle és isosceles.

XXXIIl Olimpiada Matematica.

1. Calculeu la suma dels quadrats dels cent
primers termes d’una progressié aritmetica, sa-
bent que la suma d’aquests termes és —1 i la
suma dels termes de lloc parell és +1.

2. Un quadrat de costat 5 unitats es divideix en
25 quadrats unitat mitjancant rectes paralleles
als costats. Sigui A el conjunt dels 16 punts
interiors als quadrat que sén vértexs dels qua-
drats unitat perd que no pertanyen als costats
del quadrat inicial. Quin és el nombre més gran
de punts d’A que és possible escollir de manera
que TRES qualssevol d’ells NO siguin els ver-
texs d’un triangle rectangle isosceles?

3. Considereu les paraboles y = z2+pz +¢ que
tallen els eixos de coordenades en tres punts di-
ferents, pels quals es traga una circumferéncia.
Demostreu que totes les circumferéncies que
resulten per tots els valors p € Ri g € R passen
per un punt fix i determineu aquest punt.

4. Sigui p un nombre primer. Trobeu tots els
nombres k € Z de manera que +/k? — pk sigui

A23. A l'llla de Camelot viuen 13 camaleons
grisos, 15 de color marré i 17 de color lila. Si
dos camaleons de diferent color es troben, can-
vien simultaniament al tercer color (per exem-
ple, si es troben un camaled gris i un de marré,
tots dos canvien a lila). Es possible que tots
els camaleons de l'illa tinguin alhora el mateix
color?

A24. Demostreu que si z, y, z1 n sén enters po-
sitius i n > 2z, llavors la igualtat =™ + y™ = 2™
no pot donar-se.

A25. Demostreu que el nombre m(m + 1) no
pot ser la poténcia d’un enter per cap valor
enter de m.
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un nombre enter.

5. Demostreu que en un quadrildter convex
d’area unitat, la suma de les longituds de tots
els costats i les diagonals no és més petita que

2(2+/2).

6. Per tal de donar una volta completa en cotxe
a un circuit circular, la quantitat exacta de ben-
zina que es necessita estd distribuida en dipo-
sits fixes situats en n punts arbitraris, diferents,
del circuit. Inicialment el diposit del cotxe esta
buit. Demostreu que sigui quina sigui la dis-
tribucié del combustible en els diposits, sempre
existeix un punt de partenca a partir del qual
es pot donar la volta completa.

Aclariments:

e Se suposa que el consum és uniforme i proporci-
onal a la distancia recorreguda.

e El diposit del cotxe té capacitat suficient per a
contenir tota la gasolina.




Solucions

A16. Donada I’equacié

azZ+bz+c=0 (1)
on a,b,c € C sén constants, i a # 0, discutiu-la
segons els valors dels parametres i trobeu totes les
solucions z € C.

Solucié (La que Antonio Montes, UPC, va enviar
amb la proposta del problema). Donada ’equacié
(1), la seva complexa conjugada també ha de ser
certa:
azz+bzi+c=0 (2)
Si considerem z i z com a variables independents
posant Z = z;, resultara el sistema segiient:

= 0

= 0 @

azz; +bz +c
dz1z+ bz +¢

en el ben entés que les solucions de (1) seran soluci-
ons de (3), perd no necessariament les solucions de
(3) ho sén de (1), doncs aquestes han de verificar,
a més, la condicié z; = Z, que, com veurem, no és
automatica, tot i considerar les dues equacions (3).

Per trobar la solucié de (3), multipliquem la pri-
mera equacié per a i la segona per a i restem. Ob-
tenim:

bz — abzy +dc—ac=0

4)

Casb=0
Sib =0, (4) implica

dc—ac=10

(5)

Subcas gc—aé =0

Si es verifica (5), llavors ’equacié donada (1) es
redueix a azZ+c¢ = 0, i tenint en compte que per (5)
la quantitat —< és real, si exigim a més que sigui
positiva, tindrem infinites solucions en el cercle de
radi —£, aix6 és, z = \/—£e'?, amb o arbitrari. Si
—% &és negatiu, llavors no hi ha cap solucié de (1).

Subcas Gc—ac # 0

En aquest cas obviament no hi ha solucié.

Cas b#0

Si b # 0, llavors a (4) podem aillar z; i
substituir-ho en la primera equacié de (3). El resul-
tat és:

(@bz + ac — ac)

(6)

gﬂl =

zy =

abz? + (a2 — ac+ bb)z +cb =0 (7
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Tenim, doncs, una equacié de segon grau en z i
podem trobar les solucions:

ac — aé — bb & \/(at — ac + bb)? — 4abbe

= 9ab

que podem transformar en

ac — ac — bb % \/(ac + ac — bb)? — 4aace
£= 2ab ®

on s’observa clarament que el radicand és real.

El problema sembla acabat, perd no és aixi.
Encara hem de substituir la z obtinguda a (6) per
saber si la solucié completa és o no solucié de (1).
Fent aquesta substitucié resulta:

ac — dc — bb & \/(aé + ac — bb)? — 4aacc
2ab

2y =

Tenint en compte que el radicand és real, veiem que
z; = Z si i només si el radicand és no negatiu. La
condicid, doncs, per qué per a b # 0 Pequacié (1)
tingui dues solucions és:

(aé + a@c — bb)? — 4aacé > 0

Observacid final. Per al cas particular ¢ = 0, la
férmula (8) dona les dues solucions obvies z = 0 i

Qo

Z = -

A17. Considereu un pentagon regular. Tracant les
seves diagonals es forma al seu interior un nou pen-
tagon regular. Trobeu la rad entre les arees dels dos
pentagons.

Solucié (Jordi Saludes, UPC). Per simetria i com-
paracié observem que a la figura segiient hi ha tres
menes de triangles isosceles semblants: la classe del

AABC,ladel AEFD ilade AAED.




Podem observar que la base® d’un d’aquests
triangles isosceles és el costat del triangle imme-
diatament inferior (per exemple, ED = base de
AAED = costat de AEF D).

Sifem un compte de les mesures dels angles dels
triangles, veurem de seguida que les tres classes de
triangles considerades ho sén de triangles sernblants.
Per laEsmelanga entre AAED 1 AEFD tenim

AE . —
-f—g-g— = Eﬁ’ perd cz?rrfl7 queAiD = AF, resulta
= i d’aci és a dir, que F

AF = EF AF = Ap & ,
parteix el segment AE per la rad auria ¢.% Aixi,
doncs, qualsevol dels triangles isosceles considerats
té una relacié costat/base igual a ¢.

La relacié entre el costat del pentagon gros i

| del oetit ¢s BC _ BC BE
€ ei pelit es EF - BBE EF, pero com gque

C
BE = ED, resulta que BF = @? = 14 ¢. Per
tant, la relacié entre les arees dels dos pentagons
sera (1+@)2 =2 +2p+1=3p+2.

Altres solucions. Miguel Amengual (Cala Figuera,
Mallorca) i Francesc Borrell (IES Salvador Espriu,
Salt) han enviat solucions essencialment idéntiques
a la publicada.

Miguel Amengual fa una lectura ampliada de
I’enunciat: a més del cas d’un pentagon convex,
considera tambeé el cas d’un pentagon regular estre-
llat, en el qual troba que la relacié entre I’area del
pentagon regular estrellat i la del pentagon regular
convex petit és igual a 2. La redaccié, perd, no
sap quina interpretacié donar de les diagonals del
pentagon regular estrellat.

* % %

A18. Calculeu la suma:

1-1142.24+ .- +n-nl

Solucié (Maria Borrell, estudiant de primer
d’enginyeria quimica a la UPC). Com a resultat
previ que ens permetra fer la suma demanada es
pot observar que

n-nl=(n+1)l-n!

Efectivament, (n+ 1) —n!=n!l - (n+1-1)=nl.n
A partir d’aquesta igualtat podem escriure

1144224 4+n nl=

=2 U3 -2+l -3 A (n+ D) -nl=
=-U4+n+=

=(n+1)-1

Altres solucions. Miguel Amengual (Cala Figuera,
Mallorca) prova que si el primer terme d’una pro-
gressid aritmética a;, as, ... de rad o diferéncia d és
a; = 1, llavors la suma

ay + 2aiag + 3aiasas + - - -+ najag - -ay
és igual a (@102 -anapny; — 1)/d. Fent a, = n,
s’obté la suma demanada.

Al9. La funcid zeta de Riemann, (&), es defineix
com la suma de la série:

Demostreu que 3 .. ,(¢(k) = 1) = 1.

Solucié (Francesc Borrell Thié, IES Salvador Es-
priu, Salt). Com que ((k) =1 = & + 5 + -+,
podrermn escriure:

k=2 k=2
..i<1>+oo<l)+ =
— — = -
k=2 2 k=2 3
_1/4 1/9  1/16 3
SipTystaa T
L T SO EO
“T1tz3t3at T
® 1
_—n;ln(n—i—l)
Ara bé, com ue——1 es pot
' q nin+1) n n+1’ P
1
] del —_—
veure que lasuma parcial S, de la série Z SETE)
1 1 1 1 1 n
valSn =l gt g — gt T T T At
1, per tant,
S -1= 35—
£=2 TS+ 1)
=A==t

com voliem demostrar.

Indicarem com a base la longitud del costat no igual dels triangles i com a costat la longitud dels costats iguals.
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(Diccionari general de la llengua catalana, IEC).

Rad duria. Proporcié entra dos segments tals que el més petit és al gran com el gran és a la suma de tots dos




